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1 連立方程式の設定

1.1 ラプラス方程式について

ラプラス方程式は物理学の分野ではよく出て来る式である。３変数 x, y, zの関数 φ(x, y, z)の場合
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
φ(x, y, z) = 0 (1)

をいう。これを ∆φ = 0と書くことも多い。この方程式に従う関数の例は、静電場、重力ポテンシャル、定
常状態の温度分布等がある。

今は、２次元の場合のラプラス方程式を考える。２次元のラプラス方程式は以下のようになる。
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
φ(x, y) = 0 (2)

有限要素法ではこの微分方程式を変分形の方程式に直して計算していく。

1.2 領域の要素分割

次に示すラプラス方程式の変分形を、有限要素法で解く方法を導出する。

1
2

∫∫

D

{(
∂u

∂x

)2

+
(

∂u

∂y

)2
}

dxdy (3)

領域Dの中で、ラプラス方程式を解くときに、まず領域を三角形要素に分割する。要素には番号がふられて

いるものとして、i番目の要素の領域は、（便宜上）(I)と表すものとする。このときの、三角形の頂点にあ
たる節点の値を求めようとする。この節点には番号がふられているものとし、節点 iの uの値を uiとする。

節点での uの値 u1, u2, · · · , unをすべて計算することにより、領域全体にわたり uの値を近似していく。

1.3 決定方程式

未知関数 u(x, y)を近似するために、次のような一次関数の形状関数を導入する。要素 (I)の頂点が、節
点 i, j, kだったとするとき、形状関数 φ(I)iは、

φ(I)i =





0 (領域 (I)以外) 　

節点 iで 1、節点 j, kで 0となる１次関数 (領域 (I)の中)
(4)
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のようになり、具体的な φ(I)iを表すと、以下のようになる。

φ(I)i =
(yj − yk)x + (xk − xj)y + (xjyk − xkyj)

sI
(5)

ここで、(xi, yi)は節点 iの座標、s(I)は領域 (I)の面積である。
一つの領域 (I)の中の求める方程式は、次の形で近似される。

u = uiφ(I)i + ujφ(I)j + ukφ(I)k (6)

解くべき領域全体では、この方程式の足し合わせで近似される。領域D全体では以下のようになる。

u =
N∑

I=1

{
u(I1)φ(I1) + u(I2)φ(I2) + u(I3)φ(I3)

}

=
N∑

I=1

3∑

t=1

u(It)φ(It)

(7)

この式の添え字の説明をする。u(I1)の意味は、要素番号 Iの三角形領域が持っている一つ目の節点での、u

の値。同様に、u(I2)は、要素番号 Iの三角形領域が持っている二つ目の節点での、uの値。また、φ(I1)の

意味は、要素番号 Iの三角形領域が持っている一つ目の節点が節点 iだったとすると、φ(I1)は φ(I)iと等価

である。

このような形状関数を使い、J [u]の変分を計算していく。

1.4 変分の計算

汎関数 J [u]を決定関数を使って表すと、次のようになる。

J [u] =
1
2

∫∫

D

{(
∂u

∂x

)2

+
(

∂u

∂y

)2
}

dxdy

=
1
2

N∑

I=1

∫∫

(I)

{(
∂u

∂x

)2

+
(

∂u

∂y

)2
}

dxdy

=
1
2

N∑

I=1

∫∫

(I)

{(
∂

∂x

(
uiφ(I)i + ujφ(I)j + ukφ(I)k

))2

+
(

∂

∂y

(
uiφ(I)i + ujφ(I)j + ukφ(I)k

))2
}

dxdy

=
1
2

N∑

I=1

∫∫

(I)





(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)2

+

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂y

)2


 dxdy

(8)

汎関数 J [u]が、関数 J(u1, u2, · · · , un)になったので、u1, u2, · · · , unで偏微分していく。ただし、uiが固

定点（ディレクレ条件）だった場合は除く。
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uiで偏微分した場合を計算していく。この場合、変数として uiを含む積分領域だけ抜き出して計算すれ

ばよい。すなわち、以下のようになる。

∂J [u]
∂ui

=
1
2

∂

∂ui

∫∫

(I)





(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)2

+

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂y

)2


 dxdy

+
1
2

∂

∂ui

∫∫

(J)





(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂x

)2

+

(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂y

)2


 dxdy

+
1
2

∂

∂ui

∫∫

(K)





(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂x

)2

+

(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂y

)2


 dxdy

+ · · ·

(9)

ここでの、領域 (I), (J), (K), · · · は頂点に節点 iをもつ三角形領域である。つまり、節点 (It)のどれか（節
点 (I1), (I2), (I3)のどれか）は節点 iである（節点 (Jt)も同様）。
さらに計算していくと以下のようになる。

∂J [u]
∂ui

=
1
2

∫∫

(I)





∂

∂ui

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)2

+
∂

∂ui

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂y

)2


 dxdy

+
1
2

∫∫

(J)





(
∂

∂ui

3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂x

)2

+
∂

∂ui

(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂y

)2


 dxdy

+
1
2

∫∫

(K)





∂

∂ui

(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂x

)2

+
∂

∂ui

(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂y

)2


 dxdy

+ · · ·

(10)

ここで、 ∂
∂ui

(∑3
t=1 u(It)

∂φ(It)

∂x

)2

を計算すると、以下のようになる。

∂

∂ui

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)2

= 2

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)
∂φ(I1)

∂x
(11)

ここで、ui = u(I1)であるとしている。

これをもとに、

∂J [u]
∂ui

=
∫∫

(I)

{(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)
∂φ(I)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂y

)
∂φ(I)i

∂y

}
dxdy

+
∫∫

(J)

{(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂x

)
∂φ(J)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂y

)
∂φ(J)i

∂y

}
dxdy

+
∫∫

(K)

{(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂x

)
∂φ(K)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂y

)
∂φ(K)i

∂y

}
dxdy

+ · · ·

(12)
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となる。ここで、(Jt), (Kt), · · · のそれぞれにおいて、３つのうちどれかは節点 iを示すものである。さら

に、積分の中には、変数として x, yが入っていないので、以下のようになる。

∂J [u]
∂ui

=

{(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)
∂φ(I)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂y

)
∂φ(I)i

∂y

}∫∫

(I)

dxdy

+

{(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂x

)
∂φ(J)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂y

)
∂φ(J)i

∂y

}∫∫

(J)

dxdy

+

{(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂x

)
∂φ(K)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂y

)
∂φ(K)i

∂y

}∫∫

(K)

dxdy

+ · · ·

(13)

ここで、積分
∫∫

(I)
dxdyはその領域の面積である。これを s(I)とすると、

∂J [u]
∂ui

=

{(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)
∂φ(I)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂y

)
∂φ(I)i

∂y

}
s(I)

+

{(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂x

)
∂φ(J)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(Jt)

∂φ(Jt)

∂y

)
∂φ(J)i

∂y

}
s(J)

+

{(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂x

)
∂φ(K)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(Kt)

∂φ(Kt)

∂y

)
∂φ(K)i

∂y

}
s(K)

+ · · ·

(14)

となる。

1.5 連立方程式

連立方程式は、∂J[u]
∂ui

= 0としたものを連立させる。また、ディレクレ条件の場合はその点での値がわかっ
ているので、ui = Ciとする。 




∂J[u]
∂u1

= 0
∂J[u]
∂u2

= 0
...

∂J[u]
∂um

= 0

um+1 = Cm+1

...

un = Cn

(15)
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ここで、ディレクレ条件ではない節点を、節点 1～mとして、ディレクレ条件の節点を、節点m + 1～nと

している。これを行列Au = bの形で表すと、



a11 a12 · · · a1m a1m+1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2m a2m+1 · · · a2n

...
...

. . .
...

...
am1 am2 · · · amm amm+1 · · · amn

0 0 · · · 0 1 · · · 0

0 0 · · · 0 0
. . . 0

0 0 · · · 0 0 · · · 1







u1

u2

...
um

um+1

...
un




=




0
0
...
0

Cm+1

...
Cn




(16)

これより、a11～amnまでを求めなくてはいけないことが分かる。

2 連立方程式の決定法

前章のように、連立方程式を一本づつ計算していくと、節点のまわりにどの要素があるか、という情報が

必要になり、あまり効率的ではない。1ここでは、要素と節点の関係が分かっているとする。

2.1 要素ごとの項

式 (14)の各項は、要素一つの寄与である。ここで、式 (14)から要素 (I)の寄与だけを抜き出す。

∂J [u]
∂ui

∣∣∣∣
(I)

=

{(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂x

)
∂φ(I)i

∂x
+

(
3∑

t=1

u(It)

∂φ(It)

∂y

)
∂φ(I)i

∂y

}
s(I) (17)

この式での、節点 (I1), (I2), (I3)を本来の節点番号 i, j, kと置き、要素番号は Iしか出てこないので、これ

は省略すると次のようになる。

∂J [u]
∂ui

∣∣∣∣
(I)

=
{(

ui
∂φi

∂x
+ uj

∂φj

∂x
+ uk

∂φk

∂x

)
∂φi

∂x
+

(
ui

∂φi

∂y
+ uj

∂φj

∂y
+ uk

∂φk

∂y

)
∂φi

∂y

}
s

=
{(

ui
∂φi

∂x

∂φi

∂x
+ uj

∂φj

∂x

∂φi

∂x
+ uk

∂φk

∂x

∂φi

∂x

)
+

(
ui

∂φi

∂y

∂φi

∂y
+ uj

∂φj

∂y

∂φi

∂y
+ uk

∂φk

∂y

∂φi

∂y

)}
s

= s

((
∂φi

∂x

)2

+
(

∂φi

∂y

)2
)

ui + s

(
∂φj

∂x

∂φi

∂x
+

∂φj

∂y

∂φi

∂y

)
uj + s

(
∂φk

∂x

∂φi

∂x
+

∂φk

∂y

∂φi

∂y

)
uk

(18)

これを参考に ∂J[u]
∂uj

の要素 I の寄与分を考えると次のようになる。

∂J [u]
∂uj

∣∣∣∣
(I)

= s

(
∂φi

∂x

∂φj

∂x
+

∂φi

∂y

∂φj

∂y

)
ui + s

((
∂φj

∂x

)2

+
(

∂φj

∂y

)2
)

uj + s

(
∂φk

∂x

∂φj

∂x
+

∂φk

∂y

∂φj

∂y

)
uk

(19)
1まじめに連立方程式を一本ずつ計算していくと、かなりめんどくさい。
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同様に ∂J[u]
∂uk

の要素 I の寄与分を考えると次のようになる。

∂J [u]
∂uk

∣∣∣∣
(I)

= s

(
∂φi

∂x

∂φk

∂x
+

∂φi

∂y

∂φk

∂y

)
ui + s

(
∂φj

∂x

∂φk

∂x
+

∂φj

∂y

∂φk

∂y

)
uj + s

((
∂φk

∂x

)2

+
(

∂φk

∂y

)2
)

uk

(20)
このように、一つの要素の方程式の寄与（式の中の項）をすべての要素について求め、それをすべて足しあ

わせると解くべき連立方程式ができる。

2.2 係数行列の設定

式 (18),(19),(20)の結果を係数行列に直す。
∂J[u]
∂ui
は、i行。その中の、uiを含む項は、i列になるので、

aii|(I) = s

((
∂φi

∂x

)2

+
(

∂φi

∂y

)2
)

(21)

となり、後は同様にして求められる。

aii|(I) = s

((
∂φi

∂x

)2

+
(

∂φi

∂y

)2
)

aij |(I) = s

(
∂φj

∂x

∂φi

∂x
+

∂φj

∂y

∂φi

∂y

)
aik|(I) = s

(
∂φk

∂x

∂φi

∂x
+

∂φk

∂y

∂φi

∂y

)

aji|(I) = s

(
∂φi

∂x

∂φj

∂x
+

∂φj

∂y

∂φi

∂y

)
ajj |(I) = s

((
∂φj

∂x

)2

+
(

∂φj

∂y

)2
)

ajk|(I) = s

(
∂φk

∂x

∂φj

∂x
+

∂φk

∂y

∂φj

∂y

)

aki|(I) = s

(
∂φi

∂x

∂φk

∂x
+

∂φi

∂y

∂φk

∂y

)
akj |(I) = s

(
∂φj

∂x

∂φk

∂x
+

∂φj

∂y

∂φk

∂y

)
akk|(I) = s

((
∂φk

∂x

)2

+
(

∂φk

∂y

)2
)

この中に入っている形状関数は、もちろん今考えている要素の中にある形状関数である。sも今考えている

要素の面積である。

このように、すべての要素の係数行列の寄与分を考えて、足しあわせると解くべき方程式の係数行列がで

きる。このような方法で係数行列を決めていく方法は実際にプログラムを組む上で非常に楽である。
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