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概 要

マクスウェルの方程式を示し，エネルギーの関係を導く．さらに電磁ポテンシャルを導入して，マク
スウェルの方程式を波動方程式に書き直す．

1 本日の授業内容

本日は，マクスウェルの方程式とエネルギー保存則，さらに電磁ポテンシャルについて説明する．ここで

学習するマクスウェルの方程式は電磁気学の全てが含まれている．通常，電磁気学を生業としている者はこ

の式から何でも導くことができる．要するにこれだけを憶えておけばよいのである．これには，今まで学習

した全てが含まれているし，それ以上のもの (電磁波)があることが後の学習で分かる．
一方，エネルギー保存則は力学でおなじみのものである．電磁気学でもエネルギー保存則は成り立つ．力

学や電磁気学のみならず，いままで発見されたいかなる現象でもエネルギー保存則は成り立っているので

ある．諸君がいろいろなことを考える場合，エネルギー保存則が成り立たないような現象や式が現れたら，

何かが間違っていると確信しなくてはならない．それほど，エネルギー保存則は確固たる法則である．

マクスウェルの方程式は，複雑な連立褊微分方程式となっている．電磁ポテンシャルを導入することによ

り，単純な方程式に書き直すことができる．方程式が単純だと，さらに進んだ問題を解くときに有利にな

る．ここでは，電磁ポテンシャルを導入して，マクスウェルの方程式を書き直す．

2 マクスウェルの方程式

2.1 今まで学習してきたこと

これまで学習した電磁気学の方程式をまとめると，式 (1)～(4)のようになる．これらの 4組の方程式 (左
は積分形，右は微分形) をマクスウェルの方程式という．これは，電磁気学の全てが含まれており，ニュー
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トン力学ととともに古典物理学の 2本の柱となっている．
∫

S

D · ndS ∇ · D = ρ (1)
∫

S

B · ndS ∇ · B = 0 (2)
∫

C

E · d` = − d
dt

∫

S

B · ndS ∇× E = −∂B

∂t
(3)

∫

C

H · d` =
∫

S

j · ndS +
d
dt

∫

S

D · ndS ∇× H = j +
∂D

∂t
(4)

ただし，この方程式中のDは電束密度，Bは磁束密度，Eは電場の強さ，Hは磁場の強さを表す．また，

ρは電荷密度，jは電流密度を表す．

この方程式の電束密度と電場の強さ，磁束密度と磁場の強さには，

D = εE (5)

B = µH (6)

のような関係がある．この εと µは，物質の電磁気的な性質を表す量で，誘電率と透磁率と呼ばれている．

一般に，真空中では ε0と µ0と書かれる．

さらに，実用上，有用な式としてオームの法則

j = σE (7)

がある．これは，以前示したように電磁気学的な力と統計の法則から導かれるので基本法則とは言えない

が，実用上極めて便利な式である．

これまでここで示した式は，電磁気的なものばかりである．諸君は，電磁気学の現象が力学の現象と関わ

りを持つことを知っているだろう．モーターを見よ．これは磁場の作用が軸を回しているのである．このよ

うなことから，電磁気学と力学をつなぐ基礎的な式があることが推測できる．実際，それはローレンツ力と

言われるもので，

F = q(E + v × B) (8)

と書かれる．力が分かれば，後はニュートンの運動方程式1

F =
dp

dt
(9)

を使えば，全てのことは分かる．ここで，pは運動量である．後のことは力学で学習したとおりである．

2.2 古典物理学のすべて

「ファインマン物理学 III 電磁気学」には，1905年まで知られている物理学の基本法則は，表 1が全て
であると書かれている2．

1md2r
dt2
を使わないで運動量を使ったのは，相対論を満足させるためである．

2ファインマンの教科書の表では電荷保存則が書かれているが，マクスウェルの方程式から導くことが出来るので，ここでは除い
た．さらに，万有引力の法則も記述方法を変えた．
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表 1: 古典物理¶ ³
マクスウェルの方程式

∇ · E =
ρ

ε0
(閉局面を通る電束) = (内部の電荷)/ε

∇× E = −∂B

∂t
(ループをめぐる Eの線積分) = − d

dt
(ループを通るBの流速)

∇ · B = 0 (閉局面を通るB 流速) = 0

c2∇× B =
j

ε0
+

∂E

∂t
c2(ループをめぐるBの線積分) = (ループを通る電流)/ε0

+
d
dt

(ループを通る電束)

力の法則

F = q(E + v × B)

運動の法則

dp

dt
= F ただし， p =

mv√
1 − v2/c2

(アインシュタインの修正によるニュートンの法則)

万有引力

F = −G
m1m2(r1 − r2)

|r1 − r2|3µ ´
マクスウェルの方程式は 1864年に発表された．そして，1905年にアインシュタイン特殊相対性理論を発
表した．これにより，電磁気学と力学の矛盾が解決され，古典物理学が完成した．この特殊相対性理論では

マクスウェルの電磁気学はそのまま生き残り，ニュートンの力学が修正された．

3 エネルギー保存則

力学のエネルギー保存則はよく知られている．また，これまでの自然科学の学習の経験からエネルギー保

存則はどのような場合でも成立することは分かっていると思う．ここでは，力学と電磁気学を含めた系でも

それが成立することを示す．

エネルギー保存則については，完全に教科書に沿って説明しよう．電磁場中での運動方程式も教科書に

沿って

m
dv

dt
= q(E + v × B) (10)

とする．相対論的補正は加味されていないが，それを入れても同じ結果が得られる．
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電磁場中に 2つの電荷があったとする．それぞれの電荷量を q1と q2，質量を m1と m2とする．それぞ

れの運動方程式は，

m1
dv1

dt
= q1E + q1v1 × B (11)

m2
dv2

dt
= q2E + q2v1 × B (12)

となる．このての方程式を積分するときは，両辺に vの内積を乗じるのが常套手段である．そうすると，

m
dv

dt
· v =

d
dt

[
1
2
mv2

]
(13)

となる．本当にそうなるかは，v2 = v · vに注意して，右辺を微分してみれば分かる．したがって，先の運
動方程式は

d
dt

[
1
2
m1v

2
1

]
= q1v1 · E + q1v1 · (v1 × B)

= q1v1 · E (14)

d
dt

[
1
2
m2v

2
2

]
= q2v2 · E + q2v2 · (v1 × B)

= q2v2 · E (15)

となる．ここでは，vと v × Bは直交することを利用した．この式は，磁場 Bは電荷にエネルギーを与

えることが出来ないと言っている．左辺の括弧内は運動エネルギー T を表している．両辺を積分すると，

dT = qE · drとなり，運動エネルギーの変化は電場と変位の内積となる．運動エネルギーに磁場は全く寄

与しないのである．それならば，発電機はどうなっているのか?と言う疑問が湧くであろう．これについて
は，前回の授業で述べたはずである．ここでは，運動エネルギーについてのみ述べたが，ポテンシャルエネ

ルギー (位置エネルギー) を含めても同じことが言える．
系全体の運動エネルギーの変化と電磁場の関係を考察するために，先ほどの 2つの運動方程式を足しあ

わせよう．この操作をするときに，荷電粒子は大きさを持つものとし，その電荷密度を ρとする．したがっ

て，電流密度は j = ρvとなるので，これを考慮すると，

d
dt

[
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2

]
=

∫

V

(j1 + j2) · EdV (16)

となる．当然，積分領域は考えている系全体である．

次に，マクスウェルの方程式の式 (4)を使う．すると，

j1 + j2 = ∇× H − ∂D

∂t
(17)

となる．教科書には，この式の右辺は 2粒子の作る場と書いてあるが，それは場の一部にすぎない．この式
は，右辺のように電磁場を微分するとそれは電流密度になると言っているだけである．その電磁場は当然，

2粒子が作るものも含まれるが，ほかの理由により存在する電磁場も含む．この式を使うと，2粒子の運動
エネルギーに関する式は

d
dt

[
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2

]
=

∫

V

(
∇× H − ∂D

∂t

)
· EdV (18)
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となる．この式の左辺は運動エネルギーに，いっぽう右辺は電磁場に関するものである．だんだんと，力学

的なエネルギーと電磁場のエネルギーの関係に近づいたことが実感出来るであろう．

さて，

∇ · (E × H) = H · ∇ × E − E · ∇ × H (19)

のようなベクトル恒等式がある3．これを用いると，

d
dt

[
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2

]
=

∫

V

[
H · ∇ × E −∇ · (E × H) − ∂D

∂t
· E

]
dV

=
∫

V

[
H · ∇ × E − ∂D

∂t
· E

]
dV −

∫

V

∇ · (E × H)dV

=
∫

V

[
−H · ∂B

∂t
− ∂D

∂t
· E

]
dV −

∫

S

(E × H) · ndS

= −
∫

V

[
µH · ∂H

∂t
+ ε

∂E

∂t
· E

]
dV −

∫

S

(E × H) · ndS

= −
∫

V

[
∂

∂t

(
1
2
µH · H

)
+

∂

∂t

(
1
2
εE · E

)]
dV −

∫

S

(E × H) · ndS

= − d
dt

∫

V

[
1
2
B · H +

1
2
E · D

]
dV −

∫

S

(E × H) · ndS (20)

となる．左辺は粒子の運動エネルギーの変化を表している．右辺第一項は電磁場のエネルギーの変化であ

る．第二項は，エネルギーの流れを表している．この辺の事情については後で述べることにする．この式は，

d
dt

[
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 +

∫

V

(
1
2
B · H +

1
2
E · D

)
dV

]
+

∫

S

(E × H) · ndS = 0 (21)

と書き改めることができる．それぞれの項は，
1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 粒子の運動エネルギー [Jule]

1
2
B · H 磁場のエネルギー密度 [Jule/m3]

1
2
E · D 電場のエネルギー密度 [Jule/m3]

E × H 単位面積あたりのエネルギーの流れ [Watt/m2]

を意味している．運動エネルギーについては，力学で学習したとおりである．電磁場のエネルギーに関して

は静電場での話と同じである．最後の項のみここで追加されたことになる．エネルギー保存則を満足させる

ためには，最後の項はエネルギーの流れ [Watt/m2] となる必要がある．EとH の単位から考えるとエネ

ルギー密度の流れになっている．本当にエネルギーの流れになっているかは，実験で確かめる必要がある．

いろいろな実験の結果，この式がエネルギーの流れを表していることが確かめられているのである．この

エネルギーの流れのベクトル

S = E × H (22)

は，発見者の名から，ポインティングベクトルと呼ばれている．

これらのエネルギーの関係は，図 1のように表すことができる．
3成分に分けて計算すれば，証明は出来るであろう．教科書ではそうしている

5



q1 m1 v1

q2 m2 v2

電磁場 E  B

物性値

2

11

2

1
vm

2

11

2

1
vm

dV
V∫ 







 ⋅+⋅ HBDE
2

1

2

1

内部の電磁場のエネルギー

( )∫ ⋅×
S

ndSHE

表面から出て行く単位時間
当たりのエネルギー

粒子の運動エネルギー

粒子の運動エネルギー

図 1: 電磁場と力学のエネルギーの関係

4 電磁ポテンシャル

実際にマクスウェルの方程式を解くとなるとかなりやっかいである．電場と磁場，そしてソース (源)と
しての電荷や電流が入り乱れている．そこで，電磁ポテンシャルというものが導入すれば，見通しの良い式

に直すことができる．ただ，見通しの善し悪しは解くべき問題にかなり依存する．先の電場Eや磁場Bを

用いた方がよい場合も，たくさんあることを忘れてはならない．ただ，電磁ポテンシャルを使うと式が美し

いことは確かで，それはそれだけでもかなり意味があるだろう．

4.1 静電磁場のポテンシャル

静電場の学習で，スカラーポテンシャル φを導入して，それの勾配が電場を表すとした．すなわち，

E = −∇φ (23)

である．これは，静電場の∇×E = 0を満たすように選んだと考えてもよい．一方，静磁場では ∇ ·B = 0
の関係がある．したがって，

B = ∇× A (24)

というようなベクトル場Aが考えられる．このベクトル Aをベクトルポテンシャルと言う．これらのスカ

ラーポテンシャルとベクトルポテンシャルには，名前の最後にポテンシャルがついている．エネルギーと関
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係しているのである．それは，

UE =
1
2

∫

V

ρφdV UM =
1
2

∫

V

j · AdV (25)

となる．UEは電荷がポテンシャルの中にあるとして，それが持つ全エネルギーである．この式は直感的に

理解できるであろう．電圧と電荷量の積となっている．もうひとつの式は磁場の中に電流があるときにその

電流がもつポテンシャルエネルギー UM を示している．この証明は，諸君にまかせる．

ところで，式 (21)の

1
2

∫

V

(B · H + E · D) dV (26)

も電磁場のエネルギーを表している．これと，ポテンシャルを使ったエネルギーはどのように違うのだろう

か?．考え方は異なるが，まったく同じ物理的な内容である．かたや場のエネルギーという考え方，もう一
方は電荷や電流がポテンシャルエネルギーと持つと考えている．いずれの場合でも計算結果は同じである．

4.2 時間変動する場への拡張

静電場や静磁場のスカラーポテンシャルとベクトルポテンシャルは，先の説明で終わりである．ポテン

シャルの考え方は何かと便利なので，時間的に変動する電磁場にも導入したい．そこで，静電磁場のポテ

ンシャルを拡張することを考える．ベクトルポテンシャルは，静磁場の ∇ · B = 0の関係式から導入した．
これは時間的に変化する場合でも成り立つ—式 (2)—ので修正の必要はない．スカラーポテンシャルの方は
まずい．E = −∇φとすると，式 (3)の左辺が恒等的にゼロになってしまう4．そこで，式 (3)を

∇× E +
∂B

∂t
= 0 (27)

と左辺を移項して B = ∇× Aを使って

∇×
(

E +
∂A

∂t

)
= 0 (28)

と書き換える．すると，回転がゼロとなるべくとる場は，あるスカラー場の勾配と書くことができる．ある

スカラー場を φとすると

−∇φ = E +
∂A

∂t
(29)

である．マイナスがつくのは習慣に過ぎない．したがって，電場は

E = −∇φ − ∂A

∂t
(30)

と表すことができる．

4ベクトル恒等式，勾配の回転はゼロである．∇×∇φ = 0
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これらのスカラーポテンシャル φとベクトルポテンシャル Aを導入することで，マクスウェルの方程式

を書き換える．D = εEと B = µH をつかい，さらに εµ = 1/c2とすると，マクスウェルの方程式は

B = ∇× A (31)

E = −∇φ − ∂A

∂t
(32)

∇ · E =
ρ

ε
(33)

∇× B = µj +
1
c2

∂E

∂t
(34)

となる．これらの連立微分方程式は，元の方程式 (1)–(4)と同じくらい複雑である．10個の式に 10個の未
知数が含まれる連立微分方程式となっている．こんなに複雑だとポテンシャルを導入したメリットはない．

そこで，これらの式を変形して，変数分離形にすることを目指す．具体的には，ベクトルポテンシャルとス

カラーポテンシャルのそれぞれの微分方程式を導くのである．

まずは，式 (33)をベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャルで書き換える．式 (33)に式 (32)を代
入すると

∇ ·
(
−∇φ − ∂A

∂t

)
=

ρ

ε
(35)

となり，整理すると

−∇2φ − ∂

∂t
∇ · A =

ρ

ε
(36)

である．

つぎに，式 (34)に式 (33)に式 (32)を代入する．すると，

∇×∇× A = µj +
1
c2

∂

∂t

(
−∇φ − ∂A

∂t

)
(37)

となる．これをベクトル恒等式∇×∇× A = ∇(∇ · A) −∇2Aを使って

∇(∇ · A) −∇2A = µj +
1
c2

∂

∂t

(
−∇φ − ∂A

∂t

)
(38)

のように書き直す．整理すると

−∇2A +
1
c2

∂2A

∂t2
+ ∇

(
∇ · A +

1
c2

∂φ

∂t

)
= µj (39)

となる．

これで，マクスウェルの方程式は，式 (36)と (39)で表せたことになる．これでもまだ複雑で実際の計算
に使う気にはなれない．もう少し簡単にできる．ベクトル場は，回転と発散により決めることができる—
ということを使う．ベクトルポテンシャルの回転は，式 (31)により決められている．発散の方は特に制限
がなく，勝手に決めることができる．そこで，

∇ · A +
1
c2

∂φ

∂t
= 0 (40)

8



のように決める．これをローレンツゲージと言う．本当はこの辺は，もっと詳しく説明する必要があるが，

かんべんしてほしい．取り合えずこのようにするのである．すると，

∇2A − 1
c2

∂2A

∂t2
= −µj (41)

∇2φ − 1
c2

∂2φ

∂t2
= −ρ

ε
(42)

となる．2つとも波動方程式で，ベクトルポテンシャルの源は電流で，スカラーポテンシャルの源は電荷と
なっている．それにしても，対称性がよく美しい式である．

マクスウェルの方程式 (1)–(4)の代わりに，これらの波動方程式 (41)と (42)を解けばよいのである．大
幅に式は簡単になった．そして対称性も良いので計算が楽になることは明らかである．本講義の最後の章

「電磁波の放射」でこの式の威力が分かるだろう．

5 課題

5.1 レポート提出要領

[問題 1] 教科書 　p.110の練習問題 (1)

[問題 2] 教科書 　p.110の練習問題 (2)

[問題 3] 教科書 　p.110の練習問題 (5)

5.2 レポート提出要領

提出方法は，次の通りとする．

期限 7月 24日 (火)PM1:05まで
用紙 A4
提出場所 山本研究室の入口のポスト，または講義開始時に手渡し

表紙 表紙を 1枚つけて，以下の項目を分かりやすく記述すること．
授業科目名「電磁気学特論」

課題名「課題 　電磁気学の基本法則」

生産システム工学専攻 学籍番号 氏名

提出日

内容 問題の解答．計算課程をきちんと書くこと．
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